Содержание курса «Теория игр». Классификация  игр.

    Теория игр – это раздел математики, в котором исследуются математические модели принятия решения в условиях конфликта, т.е. в условиях столкновения сторон, каждая из которых стремится воздействовать на развитие конфликта в своих собственных интересах. Она находит широкое применение в различных областях человеческой деятельности, таких как экономика и менеджмент, промышленность и сельское хозяйство, военное дело, торговля, транспорт, связь и т.д.

 Теорию математических моделей принятия оптимальных решений принято называть исследованием операций, поэтому теорию игр можно рассматривать как составную часть исследования операций.

    Задачи исследования операций можно классифицировать по уровню информации о ситуации, которой располагает субъект, принимающий решение. Наиболее простыми уровнями информации о ситуации являются детерминированный – условия, в которых принимаются решения, известны полностью и стохастический -  известно множество возможных вариантов условий и их вероятностное распределение. В этих случаях задача сводится к нахождению экстремума функции при заданных ограничениях. Методы решения таких задач изучаются в курсах математического программирования или методов оптимизации.

   Наконец, третий уровень – неопределенный, когда известно множество возможных вариантов, но без какой-либо информации об их вероятностях. Это самый сложный уровень информации о ситуации, т.к. могут быть неясны сами принципы оптимального поведения. Теория игр – это теория математических моделей принятия решения в условиях неопределенности, когда принимающий решение субъект («игрок») располагает информацией лишь о множестве возможных ситуаций, в одной из которых он в действительности находится, о множестве решений («стратегий»), которые он может принять, и о количественной мере того «выигрыша», который он мог бы получить, выбрав в данной ситуации данную стратегию.

    Установление принципов оптимального поведения в условиях неопределенности, доказательство существования решений, удовлетворяющим этим принципам, указание алгоритмов нахождения решений, их реализация и составляют содержание теории игр.

    Неопределенность, имеющая место в теории игр, может иметь различное происхождение. Однако, как правило, она является следствием сознательной деятельности другого лица, отстаивающего свои интересы.

Поэтому под теорией игр часто понимают теорию математических моделей принятия оптимальных решений в условиях конфликта. Таким образом, моделями теории игр можно содержательно описывать весьма разнообразные явления: экономические, правовые и классовые конфликты, взаимодействие человека с природой, биологическую борьбу за существование и т.д. Все такие модели в теории игр принято называть играми.

    Математическое описание игры сводится к перечислению всех действующих в ней игроков, указанию для каждого игрока всех его стратегий, а также численного выигрыша, который он получит после того, как игроки выберут свои стратегии. В результате игра становится формальным объектом, который поддается математическому анализу.
Классификацию игр можно проводить: по количеству игроков, количеству стратегий, характеру взаимодействия игроков, характеру выигрыша, количеству ходов, состоянию информации и т.д.

В зависимости от количества игроков различают игры двух и  (  игроков. Первые из них наиболее изучены. Игры трёх и более игроков менее исследованы из-за возникающих принципиальных трудностей и технических возможностей получения решения. Чем больше игроков - тем больше проблем.

По количеству стратегий игры делятся на конечные и бесконечные. Если в игре все игроки имеют конечное число возможных стратегий, то она называется конечной. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество возможных стратегий игра называется бесконечной.
По характеру взаимодействия игры делятся на: 

· Бескоалиционные -  игроки не имеют права вступать в соглашения, образовывать коалиции;

· Коалиционные (кооперативные) (  игроки могут вступать в коалиции.

В кооперативных играх коалиции определены наперёд.

По характеру выигрышей игры делятся на: игры с нулевой суммой (общий капитал всех игроков не меняется, а перераспределяется между игроками; сумма выигрышей всех игроков равна нулю) и игры с ненулевой суммой.

По виду функций выигрыша игры делятся на: матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, сепарабельные, типа дуэлей и др.

Матричная игра ( это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задаётся выигрыш  игрока 1 в виде матрицы, (строка матрицы соответствует номеру применяемой стратегии игрока 1, столбец ( номеру применяемой стратегии игрока 2; на пересечении строки и столбца матрицы находится выигрыш игрока 1, соответствующий применяемым стратегиям).

Для матричных игр доказано, что любая из них имеет решение и оно может быть легко найдено путём сведения игры к задаче линейного программирования.

Биматричная игра ( это конечная игра двух игроков с ненулевой суммой. В ней выигрыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для соответствующего игрока (в каждой матрице строка соответствует стратегии игрока 1, столбец ( стратегии игрока 2, на пересечении строки и столбца в первой матрице находится выигрыш игрока 1, во второй матрице ( выигрыш игрока 2.)

Для биматричных игр также разработана теория оптимального поведения игроков, однако решать такие игры сложнее, чем обычные матричные.

Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей каждого игрока является непрерывной в зависимости от стратегий. Доказано, что игры этого класса имеют решения, однако не разработано практически приемлемых методов их нахождения.

Если функция выигрышей является выпуклой, то такая игра называется выпуклой. Для них разработаны приемлемые методы решения, состоящие в отыскании чистой оптимальной стратегии (определённого числа) для одного игрока и вероятностей применения чистых оптимальных стратегий другого игрока. Такая задача решается сравнительно легко.

Изучение теории игр рассмотрим с простейшей статической модели – матричной игры, в которой участвуют два игрока, множество стратегий каждого из игроков конечно, а выигрыш одного игрока равен проигрышу другого.

1. Решение матричных игр в чистых стратегиях
Матричная игра двух игроков с нулевой суммой может рассматриваться как следующая абстрактная игра двух игроков. Первый игрок имеет  (  стратегий        ( = 1,2,...,(, второй имеет  (  стратегий  ( = 1,2,...,(. Каждой паре стратегий  ((,()  поставлено в соответствие число аij, выражающее выигрыш игрока 1 за счёт игрока 2, если первый игрок примет свою (-ю стратегию, а 2 ( свою (-ю стратегию.

Каждый из игроков делает один ход: игрок 1 выбирает свою (-ю стратегию ((=
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), после чего игрок 1 получает выигрыш а(( за счёт игрока 2 (если а((( 0, то это значит, что игрок 1 платит второму сумму (а(((). На этом игра заканчивается.

Каждая стратегия игрока  (=
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 часто называется чистой стратегией.
Если рассмотреть матрицу

A = 
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то проведение каждой партии матричной игры с матрицей  A  сводится к выбору игроком 1  (-й строки, а игроком 2  (-го столбца и получения игроком 1 (за счёт игрока 2) выигрыша  а((.

Главным в исследовании игр является понятие оптимальных стратегий игроков. В это понятие интуитивно вкладывается такой смысл: стратегия игрока является оптимальной, если применение этой стратегии обеспечивает ему наибольший гарантированный выигрыш при всевозможных стратегиях другого игрока. Исходя из этих позиций, игрок 1 исследует матрицу выигрышей  А следующим образом: для каждого значения  (  (( =
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т.е. определяется минимальный выигрыш для игрока 1 при условии, что он примет свою (-ю чистую стратегию, затем из этих минимальных выигрышей отыскивается такая стратегия  ( = (о, при которой этот минимальный выигрыш будет максимальным, т.е. находится
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Определение. Число 
[image: image13.wmf]a

, определённое по формуле (1) называется нижней чистой ценой игры и показывает, какой минимальный выигрыш может гарантировать себе игрок 1, применяя свои чистые стратегии при всевозможных действиях игрока 2.

Игрок 2 при оптимальном своём поведении должен стремится по возможности за счёт своих стратегий максимально уменьшить выигрыш игрока 1. Поэтому для игрока 2 отыскивается 
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а((, т.е. определяется ((( выигрыш игрока 1, при условии, что игрок 2 применит свою (-ю чистую стратегию, затем игрок 2 отыскивает такую свою ( = (1 стратегию, при которой игрок 1 получит ((( выигрыш, т.е. находит
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 EMBED Equation.2 [image: image16.wmf]max

i

((( = 
[image: image17.wmf]a

i

j

1

1

= 
[image: image18.wmf]a

                              (2).

Определение. Число 
[image: image19.wmf]a

, определяемое по формуле (2), называется чистой верхней ценой игры и показывает, какой максимальный выигрыш за счёт своих стратегий может себе гарантировать игрок 1.

Другими словами, применяя свои чистые стратегии игрок 1 может обеспечить себе выигрыш не меньше 
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, а игрок 2 за счёт применения своих чистых стратегий может не допустить выигрыш игрока 1 больше, чем 
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Определение. Если в игре с матрицей А  
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, то говорят, что эта игра имеет седловую точку в чистых стратегиях и чистую цену игры ( = 
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Седловая точка ( это пара чистых стратегий  ((о,(о)  соответственно игроков 1 и 2, при которых достигается равенство  
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. В это понятие вложен следующий смысл: если один из игроков придерживается стратегии, соответствующей седловой точке, то другой игрок не сможет поступить лучше, чем придерживаться стратегии, соответствующей седловой точке. Математически это можно записать и иначе:                        
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где (, ( ( любые чистые стратегии соответственно игроков 1 и 2; ((о,(о) ( стратегии, образующие седловую точку.

Таким образом, исходя из (3), седловой элемент  
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  является минимальным в   (о-й строке и максимальным в (о-м столбце в матрице А. Отыскание седловой точки матрицы А происходит следующим образом: в матрице А последовательно в каждой строке находят минимальный элемент и проверяют, является ли этот элемент максимальным в своём столбце. Если да, то он и есть седловой элемент, а пара стратегий, ему соответствующая, образует седловую точку. Пара чистых стратегий ((о,(о) игроков 1 и 2, образующая седловую точку и седловой элемент  
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, называется решением игры. При этом  (о и (о  называются оптимальными чистыми стратегиями соответственно игроков 1 и 2.

Пример 1
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 EMBED Equation.2 
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Седловой точкой является пара  ((о = 3; (о = 1), при которой  ( =
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 = 2.

Заметим, что хотя выигрыш в ситуации (3;3) также равен  2 =
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, она не является седловой точкой, т.к. этот выигрыш не является максимальным среди выигрышей третьего столбца.

Пример 2
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Из анализа матрицы выигрышей видно, что 
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, т.е. данная матрица не имеет седловой точки. Если игрок 1 выбирает свою чистую максиминную стратегию  ( = 2, то игрок 2, выбрав свою минимаксную  ( = 2, проиграет только 20. В этом случае игроку 1 выгодно выбрать стратегию  ( = 1, т.е. отклониться от своей чистой максиминной стратегии и выиграть 30. Тогда игроку 2 будет выгодно выбрать стратегию  ( = 1, т.е. отклониться от своей чистой минимаксной стратегии и проиграть 10. В свою очередь игрок 1 должен выбрать свою 2-ю стратегию, чтобы выиграть 40, а игрок 2 ответит выбором 2-й стратегии и т.д.

2. Смешанное расширение матричной игры
Исследование в матричных играх начинается с нахождения её седловой точки в чистых стратегиях. Если матричная игра имеет седловую точку в чистых стратегиях, то нахождением этой седловой точки заканчивается исследование игры. Если же в игре нет седловой точки в чистых стратегиях, то можно найти нижнюю и верхнюю чистые цены этой игры, которые указывают, что игрок 1 не должен надеяться на выигрыш больший, чем верхняя цена игры, и может быть уверен в получении выигрыша не меньше нижней цены игры. Улучшение решений матричных игр следует искать в использовании секретности применения чистых стратегий и возможности многократного повторения игр в виде партии. Этот результат достигается путём применения чистых стратегий случайно, с определённой вероятностью.

Определение. Смешанной стратегией игрока называется полный набор вероятностей применения его чистых стратегий.

Таким образом, если игрок 1 имеет  (  чистых стратегий  1,2,...,(, то его смешанная стратегия  X ( это набор чисел  p = (p1, ..., pm) удовлетворяющих соотношениям

pi ( 0     (i = 1,(),     
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Аналогично для игрока 2, который имеет  (  чистых стратегий, смешанная стратегия  Y ( это набор чисел

q = (q1, ..., q(),     q( ( 0,   (( = 1,(),     
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Так как каждый раз применение игроком одной чистой стратегии исключает применение другой, то чистые стратегии являются несовместными событиями. Кроме того, они являются единственно возможными событиями.

Чистая стратегия есть частный случай смешанной стратегии. Действительно, если в смешанной стратегии какая-либо (-я  чистая стратегия применяется с вероятностью 1, то все остальные чистые стратегии не применяются. И эта  (-я  чистая стратегия является частным случаем смешанной стратегии. Для соблюдения секретности каждый игрок применяет свои стратегии независимо от выбора другого игрока.

Определение. Средний выигрыш игрока 1 в матричной игре с матрицей А выражается в виде математического ожидания его выигрышей

E (A, p, q) =
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                              Первый игрок имеет целью за счёт изменения своих смешанных стратегий  X  максимально увеличить свой средний выигрыш Е (А, p, q), а второй ( за счёт своих смешанных стратегий Y стремится сделать Е (А, p, q) минимальным. Таким образом для решения игры необходимо найти такие  p  и  q, при которых достигается верхняя цена игры 
[image: image43.wmf]a

=

min

max

y

x

 Е (А, p, q).
Аналогичной должна быть ситуация и для игрока 2, т.е. нижняя цена игры должна быть 
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Подобно  играм, имеющим седловые точки  в чистых стратегиях, вводится следующее определение: оптимальными смешанными стратегиями  игроков 1 и 2 называются такие наборы  pо, qо  соответственно, которые удовлетворяют равенству
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Величина  Е (А, pо ,qо) называется при этом ценой игры и обозначается через  (
Имеется и другое определение оптимальных смешанных стратегий:  pо, qо называются оптимальными смешанными стратегиями соответственно игроков 1 и 2, если они образуют седловую точку:

Е (А, p, qо) ( Е (А, pо, qо) ( Е (А, pо, q)
Оптимальные смешанные стратегии и цена игры называются решением матричной игры.
Теорема Неймана:

Каждая конечная игра имеет, по крайней мере, одно оптимальное решение, возможно среди смешанных стратегий.

Активной называется такая чистая стратегия, которая входит в оптимальную смешанную стратегию с отличной от нуля вероятностью.

Теорема об активных стратегиях:

Если один из игроков придерживается своей оптимальной смешанной стратегии, то выигрыш остается неизменным и равным цене игры (, если второй игрок не выходит за пределы своих активных стратегий.

3. Игры порядка 2×2
В общем случае игра размера 2
[image: image47.wmf]´

2  определяется матрицей


[image: image48.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11

a

a

a

a

A


Прежде всего необходимо проверить, есть ли у данной игры седловая точка. Если да, то игра имеет решение в чистых стратегиях, причём оптимальными стратегиями игроков 1 и 2 соответственно будут чистая максиминная и чистая минимаксная стратегии. Если седловая точка отсутствует, то в соответствии с  теоремой Неймана оптимальное решение определяется парой смешанных стратегий: 
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 Для того, чтобы их найти воспользуемся теоремой об активных стратегиях. Если 1-й игрок придерживается своей оптимальной стратегии X*, то его средний выигрыш будет равен цене игры (, какой бы активной стратегией не пользовался 2-ой игрок. Для игры размера 2(2 
любая из 2-х чистых стратегия противника является активной, если отсутствует седловая точка (при наличии седловой точки с вероятностью, равной единице, выбирается одна чистая стратегия, а вероятность использования второй стратегии равна нулю  она, следовательно, не является активной). Выигрыш 1-го игрока (проигрыш 2-го) – это случайная величина математическое ожидание (среднее значение) которой является ценой игры (.

Средний выигрыш 1-го игрока, если он использует оптимальную смешанную стратегию   X*, а 2-ой игрок – свою первую чистую стратегию, равен цене игры (:
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Тот же средний выигрыш получит 1-ый игрок, если 2-ой игрок применяет свою вторую чистую 
Учитывая, что сумма вероятностей применения чистых стратегий равна единице, получаем систему уравнений для определения оптимальной стратегии X* и цены игры (: 
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Решая её, находим
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Аналогичные рассуждения приводят нас  к  тому,  что  оптимальная  стратегия  2-го игрока  ( *  удовлетворяет системе уравнений:
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Решая её, находим
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4. Графический метод  решения игр  2 х (  и ( х 2.

Поясним метод на примерах.

Пример 1.

Рассмотрим игру, заданную платёжной матрицей.    
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На плоскости  хО(  введём систему координат и на оси  Ох  отложим отрезок единичной длины А1, А2, каждой точке которого поставим в соответствие некоторую смешанную стратегию игрока 1 (p1,  p2). В частности, точке А1 (0;0) отвечает стратегия А1, точке А2 (1;0) ( стратегия А2  (Рис.1).
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          Рис.1. Нахождение оптимальной стратегии игрока 1
В точках А1 и А2 восстановим перпендикуляр и на полученных прямых будем откладывать выигрыш игроков. На первом перпендикуляре (в данном случае он совпадает с осью 0() отложим выигрыш игрока 1 при стратегии  А1, а на втором ( при стратегии А2. Если игрок 1 применит стратегию А1, то выиграет при стратегии В1 игрока 2 ( 2, при стратегии В2 ( 3, а при стратегии В3 ( 11. Числам 2, 3, 11 на оси 0х соответствуют точки В1, В2 и В3.

Если же игрок 1 применит стратегию А2, то его выигрыш при стратегии В1 равен 7, при В2 ( 5, а при В3 ( 2. Эти числа определяют точки В(1, В2(, В3( на перпендикуляре, восстановленном в точке А2.Соединяя между собой точки В1 и В(1, В2 и В(2, В3 и В(3 получим три прямые, расстояние до которых от оси 0х определяет средний выигрыш при любом сочетании соответствующих стратегий. 
Ординаты точек, принадлежащих ломанной  В1M(В(3  определяют минимальный выигрыш игрока 1 при применении им любых смешанных стратегий. Эта минимальная величина является максимальной в точке  (; следовательно, этой точке соответствует оптимальная стратегия X* = (p1*, p2*), а её ордината равна цене игры  (. Координаты точки ( находим как точку пересечения прямых В2B(2  и  В3B(3.

Уравнение прямой, проходящей через две точки с координатами (x1, y1) и  (x2, y2):
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Имеем прямую B2B(2. Ее координаты (0,3) и (1,5) и уравнение имеет вид:
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 , отсюда y = 2x+3.
Координаты  прямой В3B(3 –  (0,11) и (1,2), ее уравнение:
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, отсюда y = 11-9x.

Решая совместно эти два уравнения, получим: 
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Следовательно X* = (
[image: image66.wmf]11
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), при цене игры  ( = 
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Из рис.1 видно, что стратегия 1  игрока 2 не войдёт в его оптимальную стратегию (вероятность ее использования равна нулю).
Таким образом мы можем найти оптимальную стратегию при помощи матрицы размером 2(2:     
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С использованием этой матрицы найдем оптимальную стратегию 2-го игрока  (Рис.2).
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          Рис.2. Нахождение оптимальной стратегии игрока 2
Ординаты точек, принадлежащих ломанной  A2(A(1  определяют максимальный проигрыш игрока 2 при применении им любых смешанных стратегий. Эта максимальная величина является минимальной в точке  (; следовательно, этой точке соответствует оптимальная стратегия Y* = (q1*, q2*), а её ордината равна цене игры  (. Координаты точки ( находим как точку пересечения прямых A1A(1  и  A2A(2.
Имеем прямую A1A(1 . Ее координаты (0,3) и (1,11) и уравнение имеет вид:
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 , отсюда y = 8x+3.
Координаты  прямой A2A(2 –  (0, 5) и (1,2), ее уравнение:
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, отсюда y = 5-3x.

Решая совместно эти два уравнения, получим: 
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Следовательно Y* = (0;
[image: image75.wmf]11
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), при цене игры  ( = 
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Пример 2. Найти решение игры, заданной матрицей     
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          Рис.3. Нахождение оптимальной стратегии игрока 2
Решение. Матрица имеет размерность 2х4. Строим прямые, соответствующие стратегиям игрока 1. Ломанная  А1KА(4  соответствует верхней границе выигрыша игрока 1, а отрезок K(  (цене игры. Решение игры для игрока 2:
Y* = (
[image: image80.wmf]3
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 – Рис.3. 
Из рис.3 видно, что стратегии 2 и 3 для игрока 1 можно не использовать. Тогда для оптимальную  стратегию игрока 1 можно найти, используя матрицу размером 2(2:  
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          Рис.4. Нахождение оптимальной стратегии игрока 1
Решение игры для игрока 1:
                                      X* = (
[image: image85.wmf]7
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5. Решение полностью усредненных матричных игр размером n(n
Как было показано выше, игры размером 2х( и (х2 сводятся к играм 2(2, которые можно решить в смешенных стратегиях графическим методом. 

Рассмотрим теперь матричную игру без седловой точки размером n(n, где  n>2. Имеем платежную матрицу:
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Если эта игра является полностью усредненной, т.е. все  чистые стратегии противника являются активными, то можно найти оптимальные смешанные стратегии путем решения системы уравнений n+1 порядка. Для n=2 мы ранее записывали такие системы и решали их аналитически (см. раздел 3).
Для нахождения  оптимальной стратегии 1-го игрока 
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 и цены игры ( необходимо решить систему уравнений:
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Исходными данными для решения системы являются:
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- Матрица коэффициентов при неизвестных
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В результате решения получим вектор неизвестных 
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Для нахождения  оптимальной стратегии 2-го игрока 
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 и цены игры ( необходимо решить систему уравнений:


[image: image95.wmf]0

*

*

2

2

*

1

1

0

*

2

*

2

22

*

1

21

0

*

1

*

2

12

*

1

11

1

0

*

*

2

*

1

=

n

-

+

+

+

=

n

-

+

+

+

=

n

-

+

+

+

=

+

+

+

+

n

q

nn

a

q

n

a

q

n

a

n

q

n

a

q

a

q

a

n

q

n

a

q

a

q

a

n

q

q

q

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L


Исходными данными для решения системы являются:
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В результате решения получим вектор неизвестных 
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Если будет получено осмысленное решение систем (найденные вероятности будут находиться в промежутке [0,1]), то предположение о том, что все чистые стратегии игроков являются активными, верное, и задача решена правильно. В противном случае так находить оптимальные стратегии нельзя, т.к. задача не является полностью усредненной. 

Не полностью усредненные игры размером n(n, n>2 и любые игры размером m(n, где m(n и m,n>2 можно решать приближенными методами или симплекс-методом (сведение к задаче линейного программирования).
5. Приближенные методы решения матричных игр

Часто в практических задачах нет необходимости находить точное решение игры, достаточно найти приближенное решение, дающее средний выигрыш, близкий к цене игры (. Ориентировочное значение ( может дать простой анализ платежной матрицы и определение нижней (
[image: image99.wmf]a

)верхней (
[image: image100.wmf]a

) цены игры. Если 
[image: image101.wmf]a

 и 
[image: image102.wmf]a

 близки,  то нет надобности заниматься поисками точного решения, а достаточно будет выбрать чистые минимаксные стратегии.

Для нахождения приближенного решения игр в области смешанных стратегий может быть применен «метод Браун-Робинсон» или называемый  еще как «метод фиктивного разыгрывания». 

Идея метода заключается в следующем. Мысленно разыгрывается эксперимент, в котором противники А и B применяют друг против друга свои стратегии. Эксперимент состоит из последовательности партий (игр).

Один из игроков, например A, выбирает свою произвольную стратегию Ai. Игрок B отвечает той своей стратегией Bj, которая наименее выгодна для игрока A, применяющего стратегию Ai. На это игрок A отвечает своей стратегией Al, которая наименее выгодна для  игрока B, применяющего стратегию Bj. Снова очередь игрока B. Он выбирает  опять ту стратегию, которая наименее выгодна для игрока A, применяющего половинную смесь стратегий Ai и Al.

Таким образом, в каждой партии, когда наступает у игрока очередь выбирать стратегию, он отвечает своему противнику той своей чистой стратегией, которая является наихудшей мерой против всех его предыдущих выборов. Эти предыдущие выборы рассматриваются как своеобразная «смешанная стратегия», где чистые стратегии смешаны в пропорциях, соответствующих частоте их применения в прошлом. 

Если такой процесс продолжать достаточно долго, то средний выигрыш, приходящийся на одну партию, будет стремиться к цене игры (. Сходимость метода довольно медленная, однако для практики решение получается довольно скоро (за несколько десятков итераций).
Пример. Решить приближенно игру 3(3, в которой участвуют игроки A и B. 

 Платежная матрица  P имеет следующий вид:
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, здесь Ai – стратегии игрока A, Bj – стратегии игрока B.
Из анализа матрицы P видно, что 
[image: image104.wmf]a

=2, а 
[image: image105.wmf]a

=7.
Таким образом, седловая точка отсутствует. Верхняя и нижняя цены игры не равны друг другу и различаются в 3.5 раза. Поэтому приближенного решения в области чистых стратегий здесь нет.

Будем использовать «метод фиктивного разыгрывания» для нахождения приближенного решения игр в области смешанных стратегий.
Все вычисления сведем в табл.1, где используются  следующие обозначения:
· n – номер играемой партии.

· i – номер выбранной стратегии игроком A.

· B1, B2, B3 – «накопленный выигрыш» при стратегиях B1, B2, B3.

· j –  номер выбранной стратегии игроком B.

· A1, BA2, A3 – «накопленный выигрыш» при стратегиях A1, A2, A3.

· min – минимальный «накопленный выигрыш» игрока B, деленный на n. 

· max – максимальный «накопленный выигрыш» игрока A, деленный на n. 

· 
[image: image106.wmf]игры
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                     Таблица 1

	  N
	   i
	  B1
	  B2
	 B3
	   j
	 A1
	 A2
	 A3
	min
	 max 
	   (

	  1
	  3  
	   2
	   0
	  11
	  2
	   2
	    9
	  0
	0.00
	9.00
	4.50

	  2
	  2
	   4    
	   9
	  11 
	  1
	   9
	  11
	  2
	2.00
	5.50
	3.75

	  3
	  2
	   6 
	 18
	  11
	  1
	 16
	  13 
	  4
	2.00
	5.33
	3.67

	  4
	  1
	 13
	 20
	  20
	  1
	 23
	  15
	  6
	3.25
	5.75
	4.50

	 …
	 …
	 …
	 …
	 …
	 …           
	 …       
	 …
	 …
	 …
	 …
	 …

	 29
	  2
	 133
	 147
	 146
	  1
	 143
	 142
	 34
	4.59
	4.93
	4.76

	 30
	  1
	 140
	 149
	 155
	  1
	150
	 144
	 36
	4.67
	5.00
	4.83


Далее находим частоты применения стратегий. 

Для игрока A необходимо в столбце i подсчитать сколько раз применялись стратегии 1, 2 и 3. Полученные результаты надо поделить на число проведенных итераций, т.е. на 30. Для игрока B  необходимо проделать это же самое с данными столбца j.

В результате будем иметь.                          
    1

   2
             3

Частоты применения стратегий игроком  A – 0.567
0.433

0.000

Частоты применения стратегий игроком  B – 0.600
0.400

0.000

Таким образом, игроку A необходимо использовать стратегию A1 c вероятностью p1≈ 0.567, стратегию A2 c вероятностью p2≈ 0.433, стратегию A3  не применять, т.е. p3≈ 0. Игроку B необходимо использовать стратегию B1 c вероятностью q1≈ 0.600, стратегию B2 c вероятностью q2≈ 0.400, стратегию B3  не применять, т.е. q3≈ 0. 

Средний выигрыш после 30-ой итерации равен 4.83. Видно, что он еще не застабилизирвался и необходимо еще продолжать итерационный процесс.
6. Сведение матричной игры к задаче линейного программирования
Предположим, что цена игры положительна (( > 0). Если это не так, то всегда можно подобрать такое число  с, прибавление которого ко всем элементам матрицы выигрышей даёт матрицу с положительными элементами, и следовательно, с положительным значением цены игры. При этом оптимальные смешанные стратегии обоих игроков не изменяются.

Итак, пусть дана матричная игра с матрицей А порядка m(n. Оптимальные смешанные стратегии х = (х1, ..., хm), y = (y1, ..., yn) соответственно игроков 1 и 2 и цена игры ( должны удовлетворять соотношениям.
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Разделим все уравнения и неравенства в (1) и (2) на ( (это можно сделать, т.к. по предположению ( > 0) и введём обозначения :
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Тогда (1) и (2) перепишется в виде :
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Поскольку первый игрок стремится найти такие значения хi и, следовательно, pi , чтобы цена игры ( была максимальной, то решение первой задачи сводится к нахождению таких неотрицательных значений  pi  
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Поскольку второй игрок стремится найти такие значения yj и, следовательно, qj, чтобы цена игры ( была наименьшей, то решение второй задачи сводится к нахождению таких неотрицательных значений  qj,  
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Формулы (3) и (4) выражают двойственные друг другу задачи  линейного программирования (ЛП).

Решив эти задачи, получим значения  pi  
[image: image131.wmf](

,

)

i

m

=

1

,  qj  
[image: image132.wmf](

,

)

j

n

=

1

 и (.Тогда смешанные стратегии, т.е. xi и yj получаются по формулам :
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Пример. Найти решение игры, определяемой матрицей.
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Решение. При решении этой игры к каждому элементу матрицы А прибавим 1 и получим следующую матрицу
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Составим теперь пару взаимно-двойственных задач : 
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Решим вторую из них, представив ее в нормальной форме:
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Итерация 0
	Баз.
пер.
	  q1
	  q2
	  q3
	  q4
	  q5
	  q6
	Решение
	   (
	Отношение

	-f
	  (1
	  (1
	  (1
	   0
	   0
	   0
	      0
	( 3
	

	 q4
	   1
	   2
	   0
	   1
	   0
	   0
	      1
	   5
	       —

	 q5
	   1
	   0
	   1
	   0
	   1
	   0
	      1
	   4
	       
[image: image140.wmf]1

1



	 q6
	   2
	   1
	   0
	   0
	   0
	   1
	      1
	   5
	       —


Итерация 1
	Б.п.
	  q1
	  q2
	  q3
	  q4
	  q5
	  q6
	Решение
	   (
	Отношение

	-f
	   0
	  (1
	   0
	   0
	   1
	   0
	      1
	
	

	 q4
	   1
	   2
	   0
	   1
	   0
	   0
	      1
	   5
	       
[image: image141.wmf]1

2



	 q3
	   1
	   0
	   1
	   0
	   1
	   0
	      1
	   1
	       —

	 q6
	   2
	   1
	   0
	   0
	   0
	   1
	      1
	   5
	     
[image: image142.wmf]1

1

1

=




Итерация 2
	Б.п.
	  q1
	  q2
	  q3
	  q4
	  q5
	  q6
	Решение
	   (
	Отношение

	-f
	  
[image: image143.wmf]1

2


	   0
	   0
	  
[image: image144.wmf]1

2


	   1
	   0
	     
[image: image145.wmf]3

2


	  
[image: image146.wmf]7

2


	

	 q2
	  
[image: image147.wmf]1

2


	   1
	   0
	  
[image: image148.wmf]1

2


	   0
	   0
	     
[image: image149.wmf]1

2


	  
[image: image150.wmf]5

2


	

	 q3
	   1
	   0
	   1
	   0
	   1
	   0
	      1
	   4
	

	 q6
	  
[image: image151.wmf]3

2


	   0
	   0
	
[image: image152.wmf]-

1

2


	   0
	   1
	     
[image: image153.wmf]1

2


	  
[image: image154.wmf]5

2


	


Из оптимальной симплекс-таблицы следует, что
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(q1, q2, q3) = (0;
[image: image156.wmf]1
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а из соотношений двойственности следует, что 

( p1, p2, p3) = (
[image: image157.wmf]1

2

; 1; 0).

Следовательно, цена игры с платёжной матрицей А1 равна
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а игры с платёжной матрицей А:
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При этом оптимальные стратегии игроков имеют вид:

Х*= (х1, х2, х3) = ((р1; (р2;(р3) = 
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Y* = (y1, y2, y3) = ((q1; (q2; (q3) = 
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